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Sistemas LIT Discretos: La Suma de Convolucion

Resumiendo, se tiene entonces que la suma de convolucion esta compuesta de cuatro operaciones
basicas:

1. Tomar la imagen especular de h[ k] sobre el eje vertical a través del origen para obtener h[—k].

1o

Desplazar h[n] en una cantidad igual al valor de n. en donde la secuencia de salida se evalua para
calcular h[n — kI.

3. Multiplicar la secuencia desplazada h[n — k] por la secuencia de entrada x[£].
4. Sumar la secuencia de valores resultantes para obtener el valor de la convolucion en n.
5. Los pasos 1 a 4 se repiten conforme » varia de —=2 a +=c para producir toda la salida h[n].
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Ejemplo 1. Consideremos una entrada x[n] v la respuesta al impulso unitario #[n] dadas por

x[n]l=c"u[n]

hin]=ul[n]
donde 0 < o < 1.
[K] = u[k]
——0—0—0—0—% R k
(a)
h[&] [l -K]
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h[1-k] hln -k] o0
M IS
1[n - k]
1< 0
Ttres

() (g)

Figura 2.4

En la Fig. 2.4 se muestran h[k]. h[-k] v h[1 — k]. es decir. h[n — k] paran =0.-1vy h[n—-k] para
cualquier valor positivo arbitrario de ». Finalmente, x[k] se ilustra en la Fig. 2.4g. En la figura se

observa que para n < 0 no hay solapamiento entre los puntos que no son iguales a cero en x[k] v h[n —
Fl Poralln naran <0 vyl Flhla  Fl = 0 nara todng 1oe vralarsc doa Fyr oan congamrmianecia :lpl = 0 nara
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Ejemplo 1.
(a*, 0<k<n
x[k]lh[n-k]=
| 0, otros valores de n
Entonces, paran = 0,
M
k
yrl=D u
k=0
El resultado se grafica en la Fig. 2.5.
1
1-a
y[n]=> of
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Ejemplo 2. Considere ahora las dos secuencias x[n] v h[n] dadas por

[1. 0=n<4
x[n]=4
0. otros valores de n

Hin] [a". 0<n<6
H f—
0. otros valores de n

Estas sefiales se muestran en la Fig. 2.6. Para calcular la convolucion de las dos sefiales. conviene
considerar cinco intervalos separados para n. Esto se 1lustra en la Fig. 2.7.

an] h[n]

——ll[]ll
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Intervalo 1. Para n < 0 no hay solapamiento entre las porciones diferentes de cero de x[k] v h[n—k]
y. por lo tanto. ¥[n] = 0.

Intervalo 2. Para 0 <n <4, el producto x|[k|h[n—k| esta dado por

Jfa“_". 0=k=n

| 0, otros valores de k

x[k]h[n—k]=

Por lo que en este intervalo, se tiene
n
-k
y[n]= Zu”
k=0

Intervalo 3. Paran=>4peron—6 =0 (esdecir. 4 <n =< 6). x[k]h[n — k] esta dada por

[ n—k - <
x[k]lh[n—-k]=+  0<k=<4
‘ otros valores de k

i1

CL
0
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Intervalo 4. Paran = 6 peron — 6 = 4 (es decir. para 6 <n =10).

T on—k B - -
Tkhn—k]=1 &+ (1=6)<k=<4
0. otros valores de k
de modo que
. E
yInl= 3 a”
k=n—6

Intervale 5. Para (n — 6) < 4 o. equivalentemente, » > 10. no hay solapamiento entre las por
diferentes de cero de x[ k] v h[n — k] v. por tanto.

y[n]=0

El resultado grafico de la convolucion se muestra en la Fig.

>
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Ejemplo 2.

Figura 2.7
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Ejemplo 3. Sean
x[n]=c"u[n] v h[n]=p"u[n]

Entonces

y[n]= D ofulk]p" uln—k]

k=—m

Como u[k]=0parak<0vu[n — k] =0 para k = n. podemos escribir la sumatoria comc

y[n]=Y ohpr —pr > (ap

Claramente, y[n]=0s1n < 0.

Para n = 0. 51 o = [. tenemos
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Si o # [. la sumatoria puede escribirse en forma compacta usando la formula

u 41

Zn . a=l

Suponiendo que o™ #1. entonces podemos escribir

1_(&5—1 }u+1 B {IH+1 _E':rz—l
~ap?  a-P

yin]=§

Como un caso especial de este ejemplo. sea « = 1. de modo que x[n] representa a la funcidn escalon
unitario. La respuesta al escalon para este sistema se obtiene haciendo o = 1 en la ultima expresion para

y[n] yes
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Ejemplo 4. Se desea determinar la convolucion de la muestra unitaria o[ n] con una secuencia arbitraria
x[n]. De la Ec. (2.9). el n-ésimo término de la secuencia resultante sera

y[n]= Z x[k18[n—k]

k=—x

Sin embargo. cada téermino de o[n — k] es cero excepto cuando n = k. En este caso se tiene que
o[0]=1. por lo que el tnico termino que es diferente de cero en la sumatoria aparece cuando n=k v,

en consecuencia,
y[n]=x[n]

En otras palabras, la convolucion de x[n] v o[n] reproduce la secuencia x[n].
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Ejemplo 5. Determinar la convolucion de las secuencias x[n] v h[n]. donde

(a". nzo0
.r[n]=<l
L0, n<0
}:"
(B". n=z0
h[n]=-
L0, n<0
Solucion:

La secuencia resultante. y[n]. esta dada por

oo

v[n]= Z:{'[k]h[ﬂ —k]= i:&'[k]f?[ﬁ — k]
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Los limites en la ultima sumatoria se deben a que x[n] = 0 paran < 0 y h[n] = 0 para k = n. En
consecuencia,

‘[} n<o

y[n]=+
[n] ‘Zab""’. nz0
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Ejemplo 6. Determinar. empleando la suma de CGI]TDlllCi{fJH la salida del circuito digital de la Fig. 2.9,
correspondiente a la secuencia de entrada x[#n]= 3 —1 31 Suponga que la ganancia G es igual a 1/2.

xfn] + yn]
}m - >
+
- - Figura 2.9
Gangﬂma : Um:ia:; de
GJ:[H _ 1] refarao

Solucion: La ecuacion que describe al sistema se puede obtener igualando la salida del sumador y[n]
con las dos entradas. es decir,

v[n]=3y[n-1]+x[n] 2.11)
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La Ec. (2.11) es un gjemplo de una ecuacion en diferencias. Se supone que el sistema esta inicialmente
en reposo. de modo que y[—1] = 0. Para emplear la suma de convolucion. primero se debe calcular la

funcion de respuesta al impulso h[n]. Un meétodo para obtener dicha respuesta es emplear la ecuacion
en diferencias y determinar la salida en forma iterativa. De la Ec. (2.11) se tiene que

h{0}=58[0]+5/[-1]=1+0=1

h[1]=0[1]+3h [0]]= D%“:i}

h[n]=38[n]+1h[n-1]=(1)

La funcion de respuesta al impulso es entonces
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Ejemplo 6. Solucion

v la salida estara dada por

Una forma sencilla de calcular esta convolucion es emplear la matriz con el meétodo de “gira v suma™,
como se 1lustra en la Fig. 2.10. De esta figura se obtiene la secuencia de salida como

k.
Fail
1 Y * % Hs "
3 s 7 % % KT K
'_z"‘- "’-’ f.-‘"-‘ _.“-‘-’
LI I B B Ry A ~ % Figura 2.10
--/ “-I‘ _."‘
v 3|3 7% Ty % As

Cartagcna99

WWW., cartf%g
Articulg 1771 de la Ley de Servicios de la Socieda

PARTICULARES, TU_TOBQIAS TECNICAS ONLINE

N
(@)]
N
N
\l
o

ena99 com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documentq en virtud al 17
d.de la Informacion y de Comercio Electrénico, de 11 de julio de 2002,

Sila |nformaC|on contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero’haganoslo saber y sera retirada.




sistemas LIT

e -

Propiedades de la Suma de Convolucion

La primera propiedad basica de la suma de convolucion es que es una operacion conmutativa, es
decir,

x[n]*h [n]=h[n]*x[n] (2.13)

Una segunda propiedad util de la convolucion es que es asociativa. es decir,

{ x[n]*h[n]}* by [n]=x[n]*{ b [n]*h[n]} (2.14)

Una tercera propiedad de la convolucion es la distributiva con respecto a la suma. es decir,

x[n]* { I n]+[n] } =x[n]*h [n]+x[n]*h[n] (2.15)

lo que CDI‘I‘EE]JGI]dE al ladc} 12{1111&1(10 de Ia Ec. (2.15). En consecuencia, por la pmpledad distributiva de

R ——— S AT . TS, R R ik 12 = VISR B 1
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¥
=
2,

L 4
x[n] 63 Mn] x[n] hy[n] + o] ¥n]

h 4
=
b

—
=
[

(a) ®

Figura 2.12
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Considere el sistema mostrado en la Fig. 2.13 con
h[n]=0[n]-ad[n-1]
by [n]=(3)" uln]
hn]=auln]
h[n]=(mn-1)un]
. [n]=o[n]+nuln-1]+o[n-2]

—> Jilj‘l[}j'] — ,F]-_.[,r;] e .;F_:[.?il] — Figura!.l}
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De la figura esta claro que

hin]=nnl*=hn]*=h[n]*{h[n]-N[n]}

Para evaluar h[n]. calculamos primero la convolucion A [n]*h, [n]
I [n]*h[n]={08[n]-ad[n-1] }*a"u[n]
=a u[n]—-a"u[n-1]=0[n]
También.
ho[n]=nhn]=0[n]+nuln-1]+06[n-2]-(n-1)u[n]
=o[n]+o[n-2]+ul[n]

de modo que

— e o e e
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donde 52 representa la respuesta al escalon correspondiente a h2[n]: En consecuencia. tenemos que
FI
1" 1 n—2 - 1 K
nin]=(1) ulnl+(3)" uln-21+> (1)
k=0

este resultado puede escribirse como

hn]=(%)"uln—2]+2uln]
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Sistemas de Tiempo Continuo: La Integral de Convolucion

La convolucion es una operacion integral que puede evaluarse analitica. grafica o numeéricamente.
Aplicando la propiedad de conmutatividad de la convolucion. Ec. (2.24), a la Ec.. se obtiene

Y(£) =h(t)*x(t) = Jh(:}x(r—:}dr

De esta ultima ecuacion observamos que el calculo de la integral de convolucion
involucra los cuatro pasos siguientes:

1. La respuesta al impulso h(T1) es invertida en el tiempo (es decir. reflejada con respecto al

origen) para obtener h(—1) v luego desplazada por ¢ para formar A(f — 7t). la cual es una
funcion de T con parametro f.

-

2. Las senial x( 1) v la respuesta al impulso h(t — 1) se multiplican para todos los valores de T con ¢
fijo en algun valor.
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Propiedades de la Integral de Convolucion

La convolucion en tiempo continuo satisface las mismas propiedades ya discutidas para la
convolucion de tiempo discreto. En particular, es conmutativa. asociativa y distributiva:

Conmutativa:
x(O)*h(H)=nh(r)*x(1) (2.24)
Asociativa:
Lx@)*h () pehy (D) =x(O)*{ B (D) *h, (1) | (2.25)
Distributiva:
X()E{ I () + 0y (1) [ =x(0) =1 (1) +x (1) =y (1) (2.26)
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sistemas LIT Ejemplo 8.

e

Ejemplo 8. La entrada x () v la respuesta al impulso h(7) de un sistema LIT de tiempo continuo estan

dadas por
x(D=u() h(H)y=e " u(t). a>0

Calcule la salida v (7).

Solucion: Por la Ec. =
v(t)= J.r('r}h{r—t)dr

=

Las funciones x(t) v A(f—1) se muestran en la Fig. 2.15 parar<0vy = 0.

x(T) AT
1 1
0 T 0 T
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sistemas LIT Ejemplo 8. Solucion

4
b,

De la figura vemos que para f < 0. x(1) v #(f—1) no se solapan. mientras que para ¢ > 0. se solapan
desde T=0 hasta T=r. En consecuencia. para < 0. y(r) = 0. Para f = 0, tenemos

t

? 1
y(t)= J‘E'“‘“‘”dt =e‘“*je“-d: - (1-e)
i

¥
0

y podemos escribir la salida y(f) como

1 -.
v(t)y=—(1-e ™ )u(t)
o
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[ sistemas LIT Ejemplo 9

e -

Ejemplo 9. Calcule la respuesta y(f) para un sistema LIT de tiempo continuo cuya respuesta al impulso
h(f) y la entrada x(f) estan dadas por

hity=e “u(t) x(t)=e"u(-1). a=0

Solucion: % @ _
y(t)= J.r(r}h{r—tjdr y{f}=Je“‘u{—t}e'““"}u(f—r}dr

Las funciones x(t) v A(f — 1) se muestran en la Fig. 2.16aparat <0y =0

(1) it— 1)

— 1
1 J | .:: I:I
{ T

hit— 1) Figura 2.16(a)
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sistemas LIT Ejemplo 9 Solucidn:

e -

De la Fig. 2.16a vemos que para < 0. x( 1) v h(f — 1) se solapan desde T = —0 hasta T = {. mienfras que

para t = 0, se solapan desde T =—o hasta 1= 0. En consecuencia. para f < 0, tenemos
I T

ar _—o{r-T1) — ot 2ot 1 ar
_]-"{-r}=jl? e dt=e JE dr=—=¢

2a
yparat =0, . . 1
y(t)= J e T dr=g™ j e dt = }—e"’”
2a

Combinando las dos ultimas relaciones. v(f) se puede escribir como
¥i@)

o =0

Este resultado se muestra en la Fig. 2.16b.

0 I

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689

Cartagcna99 e L5

N
(@)]
N
N
\l
o

WWW. cartz%genagg .com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documentq en virtud al 28
Articulg 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Sila |nformaC|on contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero’haganoslo saber y sera retirada.




sistemas LIT

4

Ejemplo 10.

Ejemplo 10. Evalue la convolucion v(7)=x(7)*7(r). donde x(f) v h(f) se muestran en la Fig. 2.17.
mediante una técnica analitica.

()

Figura 2.17

Solucion: Primero expresamos x(f) v h(f) como funciones del escalon unitario:

renemos que

Cartagcna99
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() =u(t)—u(r-3)

h)y=u(t)—u(r-2)

= ]

y(t)= J:f{t}h(r—r}d'r
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sistemas LIT Ejemplo 10. Solucion:

4
b,

y(t) =J‘[u(t}—u{r—3}][:,5(:—1}—1:{?—1:—I-'.)]a'r

=J‘u('r)u{r—1)dr —J‘u('r}u{r—z—'r)dt
—J.u(t—B)u(r‘—t)dr+J‘u(t—B)u{r—E—r)dr

Puesto que

rl. O<t<t. >0 i

u(tu(t—-t)=-+ |1, 3<t<t-2.t>5
| 0. ofros valoresde ¢ u(t-3u(t-2-1)=+

| 0. otros valoresde t

(1. O<t<f.t>2 '

u{‘r}u{r—z—r}={

| 0. otrosvaloresde £
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sistemas LIT Ejemplo 10. Solucion:

4

podemos expresar a y(f) como

y(t)y=| |dt lu(t)- _dr'u(f—l)—' dt u(t-3)+ _d'r'u(r—i)
IT:[ | |'¢[ | |'3[ | '3[ |

=tu(D)— (-2 u(r-2)—(1-3)u(r-3)+{-5u(t-5)

la cual se grafica en la Fig. 2.18.

W)

(= Su(t-5)

]

' Figura 2.18

R N N ) ()
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gistemas LIT Propiedades de los Sistemas LIT Ejemplo 11.

4
b,

Ejemplo 11. Considere un sistema LIT de tiempo continuo descrito por

r+If‘

Jf(f)—— J x(t)dr (2.48)

r Tf2
(a) Determine y dibuje la respuesta al impulso A( 1) del sistema.

(b) (Es causal este sistema?

Solucion: T2 rp2
(@) }’{f)=i J x(t )dr—— J x(1)dt
T —o0

i"_!:l

x(t)*u(r—t,)= Jt{ Du(t—t—1,)dt = J x(t)dt
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gistemas LIT Propiedades de los Sistemas LIT Ejemplo 11.  Solucion:

4

A= Laorrul 4 L)-Lxcoysul =L
H _ — L —_— —_ % o —_—
y()=Fx(O)*u| t+= |-mx(®) u\h 7

_ (1)~ u|'fr+£~" 'fr—z"‘ = x(£)*h (1)
T | 2) | 2,
- e
[ (1) (1] |2 Lot
h(t)=— u|r+7‘—ulr—7 :|=<' T 2 2
rLy 2, L2 | 0. ofros valores de f m o 1m . Tiguralld

(b)
De la Ec. (2.50) o de la Fig. 2.19 vemos que h(f) =0 para < 0. En consecuencia, el sistema no

es cansal.
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sistemas LIT

4

Propiedades de los Sistemas LIT

Ejemplo 12.

Ejemplo 12. Considere un sistema LIT de tiempo discreto cuya entrada x[n] y salida y[n] estan

relacionadas por la ecuacion

y[n]=D 2" x[k+1]

k=—mxm

Determine s1 el sistema es causal.

Solucion: Por definicion. la respuesta al impulso h[n] del sistema esta dada por

h[n]:Z*“ [k+1]= Z ':"13'“[k+1]_ﬁ””zlzu[k+1

E=—u

Cambiando la variable k + 1 = m. obtenemos

k=—=
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gistemas LIT Propiedades de los Sistemas LIT Eiemplo 13

4
b,

Ejemplo 13. Considere un sistema LIT de tiempo discreto cuya respuesta al impulso /[ n] esta dada por

hn]l=a"u[n]

Determine si el sistema es estable.

Solucion: Tenemos que

SEGIENIEE ﬂ*]|_Z‘U| |0‘\ [ al-

k== F=—x

Por lo tanto. el sistema es estable s1 ‘ o<1

-
T -

PARTICULARES, TUTOBQIAS TECNICAS ONLINE

Cartagcna99 >

N
(@)]
N
N
\l
o

WWW. cartz%genagg .com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documentq en virtud al 35
Articulg 1771 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Sila |nformaC|on contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero’haganoslo saber y sera retirada.




SiF_-'.tEl]]H_S LIT Propiedades de los Sistemas LIT Ejemplo 15.

e

Ejemplo 15. Considere un sistema LIT cuya respuesta al impulso es
hnl=uln]

La respuesta de este sistema a una entrada arbitraria x[n] es

=

y[n]=) x[kluln-k]

f=—x

Puesto que u[n—k]=0 paran — k = 0. esta ultima ecuacion se puede escribir como

M

yin]=Y x[k]

=
Es decir. el sistema es un sumador. Esta ecuacion se puede escribir como

n—1

v[n]= Z x[k]+x[n]l = vIn—1]+x[n]

k=—ox

|_O
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SiF_-'.tEl]]H_S LIT Propiedades de los Sistemas LIT Ejemplo 15.

4

Este sistema es invertible y su inverso esta dado por
y[n]=x[n]-x[n-1]

Tomando x[n] = o[ n], 1a respuesta al impulso del sistema inverso es

Iy[n]=0[n]-0[n—1]

Mediante calculo directo. se obtiene
h[n]*h[n]=uln]*{5[n]-8[n-1]}
=u[n]*o[n]—u[n]*o[n—-1]=u[n]—u[n—1]

=0[n]

lo que verifica que los sistemas especificados SON INVersos.
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